DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. 


MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. 





UNIDAD 1. FUNDAMENTOS DE ANÁLISIS. 
IES LA BAHIA 


1. Cálculo de límites. 


Operaciones con límites 
Dadas dos funciones f, g, si los límites lím f(x), lím g(x) son finitos (el símbolo * representa 
x>o* x>o* 


indistantemente a un número real c, +0 ó —0), entonces se cumplen las siguientes 
propiedades: 


P1. lím (£(x) + g(x)) = lím f(x) + lím g(x) 
x—>* x>o* x>o* 


P2. lím (£(x) - g(x)) = lím f(x) - lím g(x) 
x>o* x>o* x>o* 





f(x) lím f(x) 
P3. lím = 2 (siendo lím g(x) + 0) 
x>o*lg(x)) lím g(x) x>* 
x>o* 


P4. lím (k -£(x)) = k - lím f(x) (para todo número real k) 
X—>* x>o* 


x>o* 


lím g(x) 
P5. lím f(x) = (im fœ) 


x—>* x>o* 


(ambos límites no simultaneamente cero) 


P6. lím g(f(o) = sl fœ) 


Significado de la notación 


Notación | Significado 


>0 Tiende a cero 

>k Tiende a un número real k 

> +00 Tiende a más infinito 

=> —00 Tiende a menos infinito 

> 0 Tiende a infinito (hay que precisar el signo) 


Nota: en los casos en los que aparece como resultado final —> œ sin precisar el signo, se tendrá 
que averiguar dicho signo. Para ello, hay que razonar con los signos y las operaciones incluidas 
en la función cuyo límite se pretende calcular. 
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Álgebra de límites 


A continuación se recogen todos los casos que se pueden presentar al calcular el límite de una 
función cuando x tiende a un número real c, +o ó —o, 


(2 (02) 22:20 ¡0 2-0 e 
(C4) (> +00 + 00) = +00 (C5) (> —o00 — 00) = —oo (C6) (> œ+ k) = 00 
(C7) (=> œ): (> 0) = œ (C8) (> k = 0) - (> %) = œ% 


(C9) (> +00) 2>0) = +0 (C10) (> +00) +) = +00 


(C11) (=> +) =0 (C12) (> +) =0 


(C13) 00 =0 (C14) (> 0)©°+) =0 


(C15) (> OIE = +00 (C16) (> 0) ©) = +00 


(C17) (>k >1)O* =+ (C18) (>k>1) © =0 


(C19) (œ>k<1) © =0 (C20) (>k <1) = +0 


Indeterminaciones 


Se dice que el cálculo de un límite presenta una indeterminación o que el resultado es 
indeterminado si no se puede conocer el resultado de forma inmediata. 


El resultado final del límite puede ser un número real c, +œ ó —o. Por ello, para cada tipo de 
indeterminación hay que aplicar una técnica específica que permita hallar el valor final. 


Hay siete indeterminaciones, que son las siguientes: 


A AA eea 0-2) | (>+) |(599 (>> 
> 0 >0 
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Cálculo de límites 
1. Cálculo del límite de una función en un punto de su dominio. 


Si ce Dom(ff), para calcular lím f(x) se sustituye x por el número real c y se realizan las 
XC 





operaciones. 
Ejemplos: lím x? =9 lím qe AO lím V3x+4=5 
x>3 x>2 x-5 3 x>7 


2. Cálculo del límite de una función polinómica en el infinito. 


Dado un polinomio P(x) de grado n siendo A el coeficiente de su término de mayor grado, se 
cumple lo siguiente: 


SIA>0 => lím P(x)= +00 SIA<0O => lím P(x) =-00 
X => +00 X > +00 
SIA>0,npar > lím P(x) =+% Si A > 0, nimpar => lím P(x) =-—o<o 
X=>—o Xx >-0o0 
SIA<0O,npar > lím P(x) =-0 Si A <0, nimpar > lím P(x) = +% 
X =>—o0 Xx >-o0 
Ejemplos: lím 5x? — 2x? — 8x +7 = +% lím -5x4 — 2x8 — 8x + 7 = —o 
X— +00 X—> +00 
lím 5x4 — 2x? — 8x +7 = +00 lím 5x9 — 2x? — 8x +7 =-00 
X——oo X >-00 
lím —5x%-2x3 -8x+7=-0o lím -5x8 — 2x2 — 8x + 7 = +% 
X=>—o X >-00 


3. Cálculo del límite de una función racional en el infinito. 


P(x) 
Q) 


P(x) un polinomio de grado m con coeficiente A en su término de mayor grado, 





Dada una función racional y = , siendo 
Q() un polinomio de grado n con coeficiente B en su término de mayor grado, 
se cumple lo siguiente: 


P(x) _ A K P(x) _ A 








— Si m = n, entonces lím 


== 00 BD eoo B 





— Si m <n, entonces lím Pa) =0 lím ra) = 
X— +0 (x) X——oo Q) 
— Si m > n, entonces lím e lí PO) =00 


='00 m 
X > +00 Q(x) X>-00 Q) 








Hompo ii HE lA lím 47 t2x-1_4 km t21 o 
: X— +0 3x8 -2 3 AS 3x8 -9 3 EE 3x3 9 
im 44+2x-1 E , 4x? +2x-1 
lím —— ~ = +% ím —— = lm eee === 
x>+o  3x2-2 x>+00 3x? -2 x>-  8x2-2 
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4. Indeterminación œ- æ sin raíces. 


O O as AO LO) 
Y) Qu >= QE) Qu) 


calcular dicho límite, se realizan operaciones con las fracciones algebraicas, obteniéndose una 
nueva fracción y se aplica finalmente el mismo límite a la nueva fracción. 


Dada una función del tipo y= 








= (> +00 —o00), para 


1 , Xx+2-1 a x+1 3 




















Ejemplo 1: lím — = => +%-%= lím ~= = lím =— = +00 
x>2t x-2 x2-4 x>2* x2—-4 x2 x?-4 0t 
; ; 1 X „ l-x (x+1) ,, 1-x2%-x -1 
Ejemplo 2: lím — => +0- o% = lím —= = = lím = = —o 
x>1+* x2-1 x-1 x>1+ x?2-1 x>1* x2-1 ot 


5. Indeterminación œ-œ con raíces. 


Dada una función del tipo y =4P(&)-4Q(3) ó y=Ẹ4P(x)- Q(x), siendo 
lím JP) -/Q6) = (— +œ- œ) ó lím 4 P(x) - Q) = (> +% -— œ) , para calcular dicho 


límite, se multiplica y se divide por su expresión conjugada, se simplifica la fracción resultante 
obteniéndose una nueva fracción y se aplica finalmente el mismo límite a la nueva fracción. 


Ejemplo 1: 


2 Sy : 9 
Km Vx2+8x=x=>+0m0= lim Z t3x x) (1x7 +3x+x)_ y 3x 


lím —= = 


2 DR EA = 
x>+00 x +00 4x2 +3x +x x>3+% ax? 43x +X 


3x 3 


= lm -=> lím 
X > +00 Vx 2 +x X— +00 2x 2 


Ejemplo 2: 


lím Vx2+x—vVx2-—Bx = > +o- œ = lím Wx? +x - Vx? -5x): (Vx? +x + Vx? -5x) _ 
X— +00 X>+0o yx? +X + yx? —5x 


= lím ES — = lím = lím E. =3 


X— +00 yx? +x +4/x2 = X— +00 yx? +XxX+vx2 ES XxX —>+00 2x 














i sa ON i 
6. Indeterminación 0 sin raíces. 











Dada una función racional y = LG) , siendo lím P(x) le para calcular dicho límite, se 
Qu)” x> Qa) >0 
descomponen en factores los polinomios P(x) y Q), se simplifica Pe) obteniéndose una 
P (x) P(x) P() 





y se aplica finalmente lím —— = lím 


Qı (x) x>c (U(x)  x>c Q (3) 


fracción equivalente 


x? —5x+6 _>0 -im & -2 _ ym 6738) _ 71 





Ej lo 1: ím ———————————— = E E 
o 10 > 0 == 21-220) T 
Pimple 2: ón oe TA 6-39 tim 3738 1 


x>0 4x? +3x >0 x>0x-(4x+3) x>04x+3 
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7. Indeterminación J con raíces. 


Pœ- ¿ y PO- 








Dada una función del tipo y= , siendo 
R(x) R(x) 
lím yP(x) - YQ(x) al 2 ó lím yP(x) - Q(x) za 9 , para calcular dicho límite, se 
xo R(x) >0 xo R(x) >0 


multiplica y se divide por su expresión conjugada, se simplifica la fracción resultante 
obteniéndose una nueva fracción y se aplica finalmente el mismo límite a la nueva fracción. 


Ejemplo: 


, vV3x+4-x >0_ m 033 + 4 x) (V3x +4 +x) , 3x +4-x? 

lím = = lím 

x>4 x-4 >0 n (x-4)(v3x +4 +x) x>4 (x — 4(43x +4 2 
=(x +1)(x — 4) E -&+1) _-5 


E 4)(vV3x +4 +x) x> 54 J3x+4+x 8 











8. Cálculo del límite de una función definida a trozos en un punto-frontera. 


fix) si x<c 


f para calcular lím f(x), hay que calcular los límites 
f(x) si x2c x>c 


Dada una función f(x) = | 


laterales de f en x =c, siendo lím f(x) = lím fi(x) y ai f(x)= lím fa (x) 


x>oc 
2 si x<2 lím f(x)= ím x? =4 
E x>o2 x>2 : = 
Ejemplo 1: f(x) = es i A =p AA 
x>2* x>27 
a: e] im teo = imr 3-x?=2 
Ejemplo 2: f(x) = T lím f ist 
emplo (x) (e a TOR ON 169) = Ém 5- TE 5 m (x) no existe 
x>o1* >17 


9. Indeterminaciones (=>1)©®), (> +%) © , (5 0)-0 

Dada una función del tipo y = f(x)£® , siendo lím f(x)8%) = (21) (el símbolo * representa 
x>o* 

indistantemente a un número real c, +0 ó —o), entonces se aplica la siguiente fórmula: 


lím £(3)5) =et donde t = lím g(x) -(f(x) -1) 
x>* 


x>o* 


Nota: esta fórmula se aplica igualmente en los otros dos casos: (> +%)©% , (5 0)-0 


2 x+1 
Ejemplo: lím A] = (51) +) =e? ya que 


x>+o0 | x“+2x —1 
Des al _ —9g2_— En 
roue y PEN O A a E a 
xox* x?+2x-1 x>o* x?+2x-1 x>* x?+2x-1 
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2. Continuidad de una función. Tipos de discontinuidad. 


Continuidad en un punto 


Una función f es continua en un punto de abscisa x = c si se cumplen las tres 
condiciones siguientes: 


1) f(c) es un número real 2) lím f(x) es un número real 3) lím f(x) = f(c) 
x>oc X> 


Continuidad lateral 
Se dice que una función f es continua por la derecha en x=cœ¢ si lím f(x) =f(c) 


x>cC 


Se dice que una función f es continua por la izquierdaenx=c si lím f(x) =f(c) 
x>oc- 


Todas las funciones definidas por sus expresiones analíticas (todas las conocidas hasta 
ahora), son continuas en todos los puntos de su dominio (excepto las funciones definidas 
a trozos). 


Tipos de discontinuidad 


Una función f es discontinua en un punto de abscisa x = ¢ si no cumple alguna de las 
tres condiciones que exige la definición de continuidad. 

Dependiendo de la condición que falle, se define el tipo de discontinuidad. Existen tres tipos: 
discontinuidad evitable, discontinuidad de salto finito y discontinuidad de salto infinito. 


1. La función tiene una discontinuidad evitable en x=c si ocurre alguno de éstos dos casos: 
1.1) Existe lím f(x) y no existe f(c) 
x>oc 


1.2) Existe lím f(x) y existe f(c) pero lím f(x) + f(c) 
x>oc X= 


£(x) = =x+2 al x41 
2 si x=1 


lím f(x) = lím (=x+2)=1 lím f(x)= lím (=x+2)=1 
x>l x>l x>l* xo1* 











lím f(x)=1+f(1)=2 = f tiene una discontinuidad evitable en x = 1 
x> 


2. La función tiene una discontinuidad de salto finito en x=c si los límites laterales en 
dicho punto son ambos números reales distintos. 


Ejemplo : 


x? -1 si x<1 
f)= > 
=x*+4x-1 si x>1l 


lím f(x)= lím (x?2-1)=0 lím f(x)= lím (=x? +4x-1)=2 
x>o17 x>ol x>o1* x>o1* 





f tiene una discontinuidad de salto finito en x = 1 
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3. La función tiene una discontinuidad de salto infinito en x =c si se da alguno de éstos dos 
casos: 
3.1) Los límites laterales en dicho punto son ambos +% ó —oo 


3.2) Uno de los límites laterales es +œ ó -œ yel otro es un número real. 





















Ejemplo: 
, <=8x Hd 
: f(x)= z 
E O Ea 
1 x>ol” x>12 x-1 > 0 
| Mai hi e A 
Unas ran x>1* xa1+ x-1  >+0 
P | f tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1 


3. Función derivada. 

Derivada de una función en un punto 

f(c+h)-f(c) 
h 


Derivada de una función fenx=c  fí(c)= lím 
h>0 


Ejemplo: para hallar la derivada de la función f(x) =Vx+4 enx= 1 se hace lo siguiente: 


MELIA 5+h-5 


ra) = lím fA+h)-f0) =í =j 1 


1 
ím = lím = 
—>0 h h>0 h h>0 h-(v5+h + V5) h>0 VJ5+h + J5 2/5 








Derivadas laterales 


f(c+h)-f(c) 


Derivada lateral por la derecha de una función f enx=c fi (c) = lím n 
h>0* 


Derivada lateral por la izquierda de una función fenx=c  fí(c)= lím ln 
h>07 


Función derivada 


Función derivada de una función f f(x) = lím fto te 
>0 


El dominio de la función derivada f'(x) es el conjunto de valores donde f es derivable. 




















Ejemplo: para hallar la función derivada de f(x) = A se hace lo siguiente: 
2(x+h)+3_ 2x+3 -3h 
Pae ESTO a h la ES 0 
h>0 h h>0 h h>0 h h>0 (x + h) "X x? 
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4. Reglas de derivación. Cálculo de funciones derivadas. 


Las siguientes reglas se cumplen para cada valor de x donde dos funciones f y g sean 


derivables al mismo tiempo. 


R1. Suma y resta de funciones 


R2. Producto de una función por k € R 


R3. Producto de funciones 


R4. Cociente de funciones 


R5. Composición de funciones 


TABLA DE FUNCIONES DERIVADAS 


(19 (x) = 


£(x) tg) 


(k -£/(x) =k -£(x) 
E-go) =f) 200) +f() g'a) 


(Ejo "0-tor 


(8-10) =g E): fE) 


(ea)? 


La letra u representa a una función que depende de x, es decir, u = u(x) 


si g(x) +0 













































































ELEMENTALES COMPUESTAS 
y =k keR y=0 
y=x". neZ  y=n-x"* y= Uu neZ y=n (P.u 
ad TA 
y = Vx E RE y=vVu teaa 
y=WYx neN y E y=Yu nen ree 
y =e* =e y=e" y =e". Y 
y=a* a>0 y =a% -Ina y=a0 a>0 y'=a"-Ina-ul 
y =Inx aa y =lnu yai 
x u 
y=log,x a>0 E y=log,u a>0 o g 
(Ina) -x (Ina) -u 
y = sen x y'=c08 X y = sen u y =cosu-u' 
y =c08 Xx y'=-sen x y =cos u y'=-sen u- ul 
Paa PL A 
y =tgx ES y =tgu e 
y =1+tg*x y =(1+tg%u) -u 
, =] ll ; 
y = cotg x A y = cotg u E 
y'=-(1+cotg*x) y'=-(1+cotg%u)-u' 
y =arcsen x y= l y =arcsen u y= a -u 
1-x? 1—u? 
y = arccos X y= Z y = arccos u y= Al -u 
1-x? 1—u? 
y=arctgx y= A y =arctg u y= 1 f 
1+x? 1 + u2 
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[ Regla de la cadena ] 


